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Damit findet man aus (3.1) und (3.2) Man schlieft daraus mittels einfacher Algebra, unter

P _ g-,'“.)g:l geminzung der Forminvarianz bei Drehung, speziell fiir
=3
und hat, Sp 1=2 benutzend, dann gleich die Normie- Spl=2,
rungsrelationen von (3.4). Sp(s.) =0
- : 1
C. Einige Spur-Formeln Sp (5. 5,) = 3 O s
Zum bequemen Nachrechnen notieren wir die Spuren ’
von Spin-Produkten bis zum 4. Grad. Ausgangspunkt Sp (8. s, 87) = —l—gur;_,
sind dabei die Vertauschungsrelationen %
. 1
SuSy—88Su=1V&uo Sy Sp (Su Sy Si sx) = g (éuv 6}.;4 == (S,ul'. éx'z"iL (Sux 6;‘/‘.) .

und die den Spinwert kennzeichnenden Beziehungen
$.85¢=8(S5+1);

An Hand dieser Formeln ist es leicht, (6.2) zu verifizie-
Spl=2S+1. ren.
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Wie frither gezeigt wurde, mufl man bei der Elektron—Gitter-Wechselwirkung in Realkristallen
die statische und dynamische Wechselwirkung unterscheiden. Statisch bildet sich zunidchst eine
Kristallkonfiguration unter Mitwirkung der Elektronen bei einer Gittertemperatur 7=0 aus. Diesem
statischen Gitterzustand iiberlagern sich sodann Eigenschwingungen des Gitters, welche ebenfalls von
der Mitwirkung der Elektronen abhingig sind, was als dynamische Elektron—Gitter-Kopplung bezeich-
net wird. Hier werden zunéchst die allgemeinen Bedingungen fiir diese dynamische Kopplung formu-
liert, welche aus der Minimalforderung an die Elektronenenergie unter Annahme einer adiabatischen
Elektron-Gitter-Wechselwirkung entstehen. Fiir die Elektronenwellenfunktionen wird dabei ein
Variationsansatz verwendet. Die allgemeinen Ergebnisse werden danach auf einen Modellfall iiber-
tragen, bei dem man voraussetzt, daf} das Schwingungsspektrum des Realkristalls ndherungsweise
aus einem Spektrum des Idealkristalls, sowie zusitzlichen Storschwingungen aufgebaut ist, und nur
wenige, an den Gitterstorungen lokalisierte Elektronen explizit quantenmechanisch beschrieben wer-
den miissen, wogegen alle iibrigen Elektronen kollektiv mit den Gitterkernen zu Ionen zusammen-
gefaflt sind. Es werden fiir diesen Fall die Kopplungskonstanten der dynamischen Elektron—Gitter-
Kopplung in den Wellenfunktionen und der Energie berechnet, und am Beispiel eines Polarons. und

eines F-Zentren-Elektrons explizit mitsamt den Wellenfunktionen angegeben.

Wie in einer Reihe vorangehender Arbeiten?! ge-
zeigt wurde, kann man auf die explizite Einfithrung
der Elektron—Gitter-Kopplung bei der Berechnung
von Storstellenprozessen in Ionenkristallen nicht ver-
zichten. Der HamiLron-Operator des dem Kristall zu-
geordneten quantenmechanischen Systems enthalt
dann neben den Koordinaten aller Elektronen die
noch beliebig variablen Koordinaten der Atomkerne
des Gitters. Auf diese Weise wird nicht nur die Dy-
namik des Kristalls in die Theorie einbezogen, son-
dern der Gleichgewichtszustand des Kristalls selbst
wird zu einem quantenmechanischen Problem. Die-
ses Problem muf} streng theoretisch das Zusammen-
wirken samtlicher Elektronen und sémtlicher Gitter-

o]

1 E. Fues u. H. Stumpr, Z. Naturforschg. 10a, 136 [1955];
H. Stumer, Z. Naturforschg. 10a, 971 [1955]; E. Fugs,
H. Stumpr u. F. Want, Z. Naturforschg. 13 a, 962 [1955]:

kerne einschlieflen. Da es sich aber im vorliegenden
Fall speziell um die von Storstellen abhangigen Re-
aktionen des Kristalls handelt. bei denen nur eine
begrenzte Anzahl von Elektronen auf die Beobach-
tungseingriffe reagiert, kann man in guter Ndherung
einen Grof3teil der iibrigen Kristallelektronen kollek-
tiv mit den Atomkernen des Gitters zu lonen zusam-
menfassen und damit aus der expliziten quanten-
mechanischen Beschreibung eliminieren. Zurtick
bleibt ein System von wenigen quantenmechanisch
explizit beschriebenen Elektronen. welches mit den
Tonen der Stérstelle und der iibrigen Gitterumgebung
in Wechselwirkung steht.

Dieses Problem wird zunachst durch den Ansatz
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einer adiabatischen Kopplung zwischen Elektronen
und Gitter in zwei Teilprobleme aufgespalten: Die
Berechnung der potentiellen Gesamtenergie des Git-
ters unter Mitwirkung der Elektronen (adiabatische
Elektronengleichung!) und die Berechnung der dy-
namischen und statischen Gleichgewichtszustande des
Gitters unter Verwendung der aus der Elektronen-
gleichung folgenden Gitterenergie. Ein Teil dieser
Probleme wurde bereits in den zitierten Arbeiten be-
handelt. Dabei wurden mehrere Stufen unterschie-
den. In der ersten und einfachsten Stufe wird die
Lésung der Elektronengleichung vollstindig umgan-
gen, indem man fir das gesamte Gitter einschlieflich
der Storstelle klassische Ersatzpotentiale einfiihrt.
Diese Stufe wurde in den vier ersten der zitierten
Arbeiten als klassische Gitterstatik nulldimensionaler
und eindimensionaler Gitterstérungen untersucht. In
einer zweiten Stufe (letzte der zitierten Arbeiten!)
wurden die Elektronen explizit quantenmechanisch
erfalit, aber ausgeschlossen, daf} das Gitter Warme-
schwingungen ausfithrt, die in der atomistischen
Auffassung als oszillatorische Bewegungen der Git-
terkerne um die Ruhelagen fiir 7= 0 gegeben sind.
In einer dritten Stufe schlieflich, die in dieser Arbeit
behandelt werden soll, wird man auch Gitterschwin-
gungen zulassen und untersuchen, in welcher Weise
die Elektronen mit diesen Gitterbewegungen gekop-
pelt bzw. riickgekoppelt sind. Derartige Versuche
wurden schon hédufig mit Hilfe der Storungsrechnung
beim idealen Gitter ausgefiihrt. Die Elektronen-
wellenfunktionen sind dann (abgesehen von den
Ruhelagen des Gitters) explizit an die Normal-
schwingungen der Gitterbausteine oder wahlweise
an ihre direkt-kartesischen Auslenkungen gekoppelt.
Diese Kopplung ist jedoch weder vom theoretischen
noch vom praktischen Standpunkt in ihrer Anwen-
dung auf Probleme der Storstellentheorie befriedi-
gend. In einer fritheren Arbeit? wurde daher der
Versuch unternommen, unter speziellen Vorausset-
zungen in den Elektronenwellenfunktionen einfache
Kopplungsverhiltnisse an das Gitter zu schaffen, die
die Theorie der Storstellenprozesse praktisch auszu-
werten gestatten. In der hier vorliegenden Arbeit
soll dieser frither begonnene Versuch fortgesetzt und
verallgemeinert werden. Dazu ist es notwendig, noch

2 H. Stumer, Z. Naturforschg. 12 a, 465 [1957].

3 H. Stumer, Z. Naturforschg. 10a, 971 [1955]; E. Fues u.
H.Stumer, Z.Naturforschg. 14 a, 142 [1959]; H.J.G.MEkvkr,
Halbleiterprobleme, Bd. VIII, Verl. Vieweg, Braunschweig
1956, S.230; M. Wacner, Diplomarbeit, T.H. Stuttgart
1959.

einmal kurz das Gesamtproblem des Realkristalls in
quantenmechanischer Formulierung zu rekapitulie-
ren.

§ 1. Adiabatische Kopplung

Versucht man einen Kristall quantenmechanisch
zu beschreiben und 1Bt auch willkiirliche Bewegun-
gen der Gitterkerne zu, so sind in der exakten
ScHroDINGER-Gleichung  dieses hochdimensionalen
Systems die Koordinaten aller Elektronen und Kerne
gekoppelt. Formal lautet dann die ScuropINGER-Glei-
chung des Gesamtsystems:

[Ho(x) + Hg (Xp) + V(2. Xp) ] W =E- ¥

mit

(1)

3N 2
Hx (Xp) = — ,Zz—zm ax:

V(xi, X;) bezeichnet die Summe der Wechselwir-
kungsenergien aller Teilchen untereinander. (N’ ist
die Zahl der Elektronen und N die Zahl der Atom-
kerne des Kristalls.) Die detaillierte mathematische
Formulierung der Wechselwirkung in (1) ist jedoch
so hoffnungslos kompliziert, da8 man zu sinnvollen
Reduktionen gezwungen ist, wobei die Art solcher
Reduktionen von der Fragestellung der gefiihrten
Untersuchung und insbesondere von Modellvorstel-
lungen bestimmt wird.

Bei unserer Untersuchung von Storstellen in einem
Kristall kann man bekanntlich ohne spezielle Aus-
sagen uber das Modell der Storstellen das durch die
ScurODINGER-Gleichung (1) beschriebene Gesamt-
system durch die beiden adiabatischen Ndherungen
in drei Untersysteme zerlegen, von denen jeweils
zwel nur einseitig aneinander gekoppelt sind 3. Die
erste adiabatische Naherung stellt einen stationéren
Zustand des Gesamtsystems durch Produktwellen-
funktionen v, (z;, X;) ¢ (X;) dar und spaltet da-
mit Gl. (1) auf in

3N’
k2 o2
He(z;) = — HZW’

i

(2)
= Un (XA) Yn (1’,’, X/\)

2 3N 5
[—L Z:—I? +V(xi7XI.'):|l#'n(xi-,Xk)

2m

R
2 My 0X3

und
3N
[— _ +Un(XA')](P;:I (Xz) =EL @t (X3) .
%
(3)
Bei dieser Prozedur werden zwei Glieder vernach-

lassigt, die als Stéroperatoren wesentlich die strah-
lungslosen Uberginge bestimmen, uns aber in dieser
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Arbeit nicht interessieren. Dal} diese beiden Glieder
als klein angesehen werden diirfen, ist gerade die
mathematische Formulierung der adiabatischen Ni-
herung. und physikalisch bedeutet es, daB} die trigen
Kerne sich sehr viel langsamer bewegen, als alle
Elektronen. Gl. (2) ist einseitig an Gl. (3) gekop-
pelt, wahrend Gl. (3) von den Elektronenfreiheits-
graden nicht mehr abhdngt. Wohl aber hingt die
Wellengleichung der Kerne von dem mit der Quan-
tenzahl n gekennzeichneten Energieterm U, (X}) der
Elektronengleichung (2) ab, denn dieser hat ja die
Rolle einer potentiellen Energie in (3).

Eine weitere Reduktion bringt die zweite adiaba-
tische Ndherung. in der die dem Storzentrum direkt
korrelierten Elektronen von der groflen Menge der
iibrigen Elektronen des Kristalls dadurch unterschie-
den werden. dafl man den Storelektronen eine Ge-
schwindigkeit zuschreibt, die klein ist gegeniiber der
aller anderen Elektronen, so dal} letztere nahezu
tragheitslos auf die Bewegung der Storstellenelek-
tronen reagieren konnen. Diese Annahme ist auch
fir die Valenzelektronen noch gut erfiillt, wenn diese
sich alle im Valenzband befinden und das Leitungs-
band unbesetzt ist, was bei tiefen Temperaturen sehr
gut realisiert ist. Nach dem Adiabatenprinzip der
Quantenmechanik * kann man dann wiederum den
Ansatz einer Produktwellenfunktion machen:

Y (2, 25, Xi) = wni (27, Xg) ynj (23, 75, Xi), (4)

wobei die z; die Koordinaten der Storstellenelektro-
nen und die z; die der restlichen Elektronen bedeuten.
Setzen wir (4) in (2) ein, so ergibt sich wieder eine
Separation:

1 2 2
- th Zaal +V(Ii-,r‘j7Xk) :|I/J"j(xi,xiaxk) (5)
] i

=V (i, Xp)ynj(xi, x5, Xy)
und

s Vi+V,,,-u,-,X,,-)}w(zi,xk) (6)

2m < ox?
= Uninj (X3) wni (2, X5).

Dabei haben wir, ahnlich wie bei (2) und (3), zwei
Glieder vernachldssigt, was gerade die Realisation
der zweiten adiabatischen Naherung bedeutet. G1.(5)
ist wieder einseitig an (6) gekoppelt, und in (6)
steht der Eigenwert V,;(z;, X;;) des Gitterelektronen-
problems als potentielle Energie. Diese Tatsache legt

4 M. Borx, Z. Phys. 40, 167 [1926].
5 H. Stumpr, Z. Naturforschg. 10 a, 971 [1955].

die formale Reihenfolge der Losungsschritte des Ge-
samtproblems fest: Die Diskussion der Gitterelektro-
nengleichung (5) mul} zuerst erfolgen, und die Be-
handlung der Wellengleichung der Kerne (3) kann
erst nach der Losung der Elektronengleichung (6)
erfolgen.

Man kann jedoch auf die Untersuchung der im
Rahmen des Stérproblems uninteressanten Gitter-
elektronengleichung (5) verzichten, wenn man sich
die Kenntnis der potentiellen Energie des Storelek-
tronensystems (6) aus anderen physikalischen Uber-
legungen verschafft. Diese bestehen darin. dafl man
— wie bereits in der Einleitung angedeutet — die
Gitterelektronen mit den Atomkernen des Gitters
kollektiv zu lonen zusammenfafit. Die Rechnung ent-
héalt dann die Koordinaten z; der Gitterelektronen
nicht mehr und es entfallt die Gl. (5). Es ist aber
kinftighin im Auge zu behalten. dafl die Wechsel-
wirkungspartner der Stérstellenelektronen komplexe
Partikel sind. die elektrisch polarisierbar und ela-
stisch deformierbar sind. [Die elastische Deformier-
barkeit spielt nur in der Wechselwirkung der Ionen
untereinander eine Rolle, also in der Gittergleichung
(3)!] Lassen wir die von der expliziten Beschrei-
bung der Gitterelektronen herrithrenden Indizes weg,
so lautet die Wellengleichung der Storstellenelektro-
nen:

R 2
. Iza—x? +V(Ii’X/f) WH(IMX/\') (63)

2 m
= U, (Xy) wa(xi, Xy) -
Mit ihr und der Wellengleichung der Atomkerne (3)

wollen wir uns in der weiteren Untersuchung befas-
sen.

§ 2. Statik und Dynamik des gestorten Gitters

Bei der Behandlung unseres nunmehr in zwei Teil-
systeme aufgespaltenen Problems sind — wie bereits
frither ausgefiihrt® — zwei Stufen der Elektron—
Gitter-Kopplung zu unterscheiden: Die statische und
die dynamische. Beide Stufen unterliegen gesonder-
ten, wiewohl nicht unabhéangigen Minimalbedingun-
gen, die wir jetzt formulieren miissen. Dazu wollen
wir zunéchst von dem Elektronenproblem ganz ab-
sehen und allein die Wellengleichung (3) der Gitter-
kerne betrachten. Thr entspricht in Korrespondenz
die klassische Gittergleichung mit der potentiellen
Gitterenergie U, (X}).

Da es tatsachlich Kristalle gibt, miissen die Bewe-
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gungen der Atomkerne Oszillationen sein, was nur
méglich ist, wenn Gleichgewichtskonfigurationen X {®
existieren, fiir die U, (X;) zum Minimum wird. Dar-
aus resultieren einerseits die Bestimmungsgleichun-
gen der Ruhelagen X{V :

AU, (Xy)[3X;=0 (7)

und andererseits folgt, daf} die potentielle Energie
U,(X};) in der Umgebung von X{™ nach Auslenkun-
gen aus den Ruhelagen entwickelbar sein muf:

32U,

Un(Xy) =U0 + } __ EY + ...
n(X%) n+§; 3Xr 3X; IXQ‘),X,‘“)EIC El

(8)

mit X=X + &0, ©)

[Das lineare Glied in (8) mufl wegen (7) ver-
schwinden!] Die vorstehende Argumentation gilt all-
gemein, abgesehen von der Herkunft von U,(X}).
also auch, wenn U, (X};) zusitzlich die Rolle des
Energieterms in der Elektronengleichung (6 a) spielt,
und bei der Behandlung des statischen Elektron—
Gitter-Problems treten die Gln. (7) als Nebenbedin-
gungen zum eigentlichen Elektronenproblem.

In allgemeinster Form konnen wir fiir die Elek-
tronenwellenfunktionen der Gl. (6a) den Ansatz
machen:

wa(@i, Xx) = D ™ (Xi) wj() -
Die Entwicklungskoeffizienten ﬂ;n) (X;) sind mit
dem Index n behaftet, da sie sich fiir jeden Elektro-
nenzustand anders ergeben. Die Reihe (10) mag so
angesetzt sein, dall vy, (x;, X;) fir alle Werte von
ﬂg.“)(X;,.) normiert bleibt. Die ;(z;) seien ein vor-

(10)

gegebenes dem Problem angepaflites Orthogonal-
system.

Bilden wir mit (10) den Energieerwartungswert
der Elektronengleichung (6 a), so erhalten wir einen
von den ﬂj(“)(X/l.) noch abhingigen Wert

U (B (X5), Xi).
Nach dem Variationsprinzip der Quantenmechanik
muf fiir jede willkiirliche Wahl der X die Elektro-

nenwellenfunktion v, (z;, X;;) eine minimale Ener-
gie besitzen. Das fithrt zu den Gleichungen

U, (B™, Xz) =0. (11)

)
Im statischen Fall der Elektron—Gitter-Kopplung

6 E. Fues u. H. Stumer, Z. Naturforschg. 14 a, 142 [1959].

kénnen wir mit (11) die Nebenbedingungen (7)
vereinfachen:

E
U, (B (X0). Xi)

3’ b} - 0 n)
S50 +Z[‘6—Eﬁ§ )(Xk)]@:;;]Un( ), Xz)

0=

|

und wegen (11) fihrt das zu

£ g, x) 0
[Der Strich an dem Differentialoperator bedeutet,
daf} der Operator auf die implizite von den X ab-
hiingigen (™ (X}) nicht wirkt.] Durch die beiden
Gln. (11) und (13) ist das statische Problem voll-
standig gefalit. Die weitere Diskussion fihren wir
hier nicht durch, sondern verweisen auf die dies-
beziigliche Arbeit von Fues und Stumer®. Hinfort
werden wir die Ruhelagen X{™ und die Werte der
Parameter f{™ (X{V) fiir diese Ruhelagen als be-
kannt annehmen.

Ein Zustand bei dem die Atomkerne des Gitters
sich in den Gleichgewichtspositionen aufhalten, ent-
spricht der absoluten Temperatur 7=0, wenn man
von den Nullpunktsschwingungen absieht. Bei héhe-
ren Temperaturen schwingen die Kerne um ihre
Ruhelagen und wir kommen zur Dynamik des ge-
storten Gitters, die wir jetzt betrachten wollen.

(12)

(13)

§ 3. Elektron—Gitter-Dynamik

Bei der dynamischen Elektron—Gitter-Kopplung
gilt Gl. (13) nicht mehr und die X} sind {frei varia-
bel, d. h. wir suchen nicht mehr das absolute Mini-
mum der potentiellen Gitterenergie U,,(ﬁ;.“), X)),
sondern lassen willkiirliche Werte der X, zu. Diese
sollen allerdings praktisch der Einschrinkung ge-
niigen, daf} es sich nur um kleine Auslenkungen aus
den Ruhelagen X" handelt. Gleichwohl sind diese
Auslenkungen jedenfalls willkiirlich. Da es kleine
Auslenkungen sind, so kénnen wir mit Hilfe der Zer-
legung (9) die Funktionen ﬂ;“) in eine rasch kon-
vergente Reihe nach den £{™ entwickeln:

B = AP + T BPED + .

R

Da wir nach § 2 die ﬁ;.“)(X‘;,“)) als bekannt betrach-
ten konnen, miissen wir, um die vollstaindige Wellen-
funktion zu erhalten, nur noch die hoheren Entwick-

(14)
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lungskoeffizienten der Reihe (14) berechnen. Dazu
setzen wir

U, (B, X;) = (15)

und entwickeln die »{™(f{"., X;) in eine doppelte

aﬁm uP (8", X,)

Potenzreihe. indem wir die Beziehungen (9). (14)
in (15) einsetzen:
u§“)(ﬂ§"), X,)= u(")(ﬁ(")(X‘.“)), X(.“)) (16)

(ﬂ) (n) (n) 2‘ (n)” £(n)
)m ﬂmk ‘ujk 5}5 +vesn g
k

m, /.

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist
62

(m)! . 3 I

Ui = aﬂ}“’aﬂ',,‘." Uu(/}laXl;)(\;__k:“ (17)
2

. ALV

Zufolge der statischen Elektron—Gitter-Kopplung
verschwindet das erste Glied der Reihenentwicklung,.
d. h. es ist

WEDEP).XP) 0. a8

Aus den restlichen Gliedern kann man nun aber die
Koeffizienten der Reihe (14) berechnen, wenn man

beachtet, daf}
u (B (X), Xi) =0
fir alle X, d.h., da X{V fixiert ist, fiir alle frei

variablen & gelten soll. Daraus folgen unmittelbar

die Gleichungen

" .:1----
S g +afy =0 {[=bee

(19)

} (20)

Ill

welche zur Berechnung der (") ausreichend sind.

In analoger. wenn auch komplizierterer Weise fol-
gen die hoheren Entwicklungskoeffizienten der Reihe
(14), die mit dem Verschwinden samtlicher Koeffi-
zienten gleicher Potenzen (£{")” bzw. gleicher Po-
(§m) (&m)# der Reihenent-
wicklung (16) zusammenhingen. (Dies folgt ja be-
kanntlich aus dem Fundamentalsatz der Algebra!)
Wir gehen darauf nicht weiter ein, da man im all-
gemeinen nur die linearen Glieder berechnen wird,
und nur in Fillen, wo man mit Sicherheit starke Fre-
quenzidnderungen der Eigenschwingungen des Git-
ters gegeniiber dem ungestorten Zustand erwartet,
auch hohere Entwicklungsglieder heranziehen mulf3.

Die hier abgeleitete Rechnung ist jedoch prinzi-
piell nicht auf die Entwicklung (10) beschrénkt, son-
dern 1aBt noch eine andere Moglichkeit offen, die

tenzkombinationen

uns aus praktischen Griinden aullerordentlich will-
kommen ist. Da wir unsere Wellenfunktion mit Hilfe
der Variationsrechnung ableiten, sind wir nicht ge-
zwungen, den allgemeinsten Ansatz mit abzahlbar
unendlich vielen Funktionen zu verwenden, sondern
kénnen Funktionen angeben, die aus der physikali-
schen Anschauung dem Problem angepafit sind.
Diese Vergleichsfunktionen bezeichnen wir allge-
mein mit

v (i, Xi) = (i, By (Xi)s e e e, B (Xx)) (21)

und nennen 1, (z;, X;) mit » Variationsparametern
p;i(X})) eine v-parametrige Vergleichsfunktion. Eine
(oder eventuell eine Linearkombination einiger we-
niger) dieser Vergleichsfunktionen beniitzen wir als
Elektronenwellenfunktion. Wir sehen, dal die Va-
riationsparameter f;(X;) nicht unbedingt als ein-
fache Faktoren vor den Funktionen eines vorgege-
benen Systems stehen miissen, sondern in beliebiger
Weise in den Vergleichsfunktionen . (z;, X;) ent-
halten sein konnen. Die praktischen Fille zeigen,
dal} meistens fiir nulldimensionale Stérungen (Stor-
zentren) eine einzige Vergleichsfunktion mit einem
oder zwei Parametern vollstandig zur Charakteri-
sierung eines Elektronenzustandes ausreicht,
sie dem Problem angepaf3t gewahlt wird.

wenn

§ 4. Gitterschwingungen

Nachdem in § 3 prinzipiell die Elektronenwellen-
funktionen fiir beliebige Auslenkungen der Gitter-
bausteine aus ihren Ruhelagen abgeleitet wurden
(wenn auch prinzipielle Aussagen iber das Glied
V(z;, X;) unterblieben sind, aber solche Aussagen
konnen erst im Einzelfall des gerade vorliegenden
Problems gemacht werden!]. konnen wir durch Er-
wartungswertbildung iiber den Hawmirron-Operator
(6 a) die potentielle Energie U, (X)) des Gitters an-
geben und sind damit in der Lage. die Bewegung
der Gitterbausteine quantenmechanisch zu verfolgen.
Da die A{" als Funktionen der ™ berechnet wer-
den, fithren wir auch im Hamirron-Operator der Git-
tergleichung (3) an Stelle der X; die Transforma-
tion (9) ein. Zunichst ergibt sich damit fir die po-

tentielle Energie U, (X,) [siehe Gl. (8)!]:
LK) = U, (XP) + 3 3 ADEDED + ..
i
’ (22)

wobei wir abkiirzend gesetzt haben:

U (XP) = U, (AP (XP), XY). (23)
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Wie bereits bei Gl. (8) erwihnt, verschwindet das
lineare Glied der Entwicklung (22) wegen der
Gleichgewichtsbedingung (7). Die Entwicklungs-
koeffizienten zweiter Ordnung

Aw . SUn

k= T3Xy 0X; (2

;n)’ X}n)
sind spezifisch fiir einen bestimmten Storzustand des
Kristalls und sowohl vom Modell der Storstelle als
auch vom Elektronenzustand n der Storstelle abhan-
gig. Sie unterscheiden sich demnach von den entspre-
chenden Kopplungsgliedern A4;; des idealen Kristalls.

Aus der Entwicklung (22) der potentiellen Gitter-
energie erkennt man, dal} fiir kleine Auslenkungen
£M . bei denen die hoheren Entwicklungsglieder ver-
nachlédssigbar sind, stets in die Ruhelagen zuriick-
treibende Krafte auftreten miissen, da die quadrati-
schen Glieder in den &{" immer eine Energieerho-
hung bewirken. Diese quadratischen Glieder genii-
gen also, um Gitterschwingungen hervorzurufen. Wir
betrachten daher die quadratischen Glieder als die
eigentlichen Ursachen der Schwingungsmoglichkeit
des Kristallgitters und sehen die héheren Glieder
als eine Storung an, was hier nicht weiter begriindet
werden soll.

Dann lautet die quantenmechanische Bewegungs-
gleichung des Gitters, von dieser Storung abgesehen:

( 10 4@ £m) g
[ _hZZ 2 My ag(mz +Un (X3) +2ijAkr})§kn)£)‘n]

@) = En (&) - (25)

E? ist die Gesamtenergie des Elektron—Gitter-
Systems bei diabatischer Kopplung und in harmo-
nischer Naherung. Die quantenmechanische Schwin-
gungsgleichung (25) des Gitters kann in besonders
ubersichtliche Form gebracht werden, wenn man den
Hawmiiron-Operator auf Normalkoordinaten trans-
formiert. Durch die Normalkoordinatentransforma-
tion wird die Kopplung der Freiheitsgrade des Git-
ters untereinander gelost und es entsteht ein System
ungekoppelter Oszillatoren, deren Wellenfunktionen
und Energiewerte leicht berechnet werden konnen.

Da die Theorie der Normalkoordinatentransfor-
mation wohlbekannt ist, wollen wir hier nur sehr
kurz darauf eingehen. Wir setzen zunéchst

D = M2 und of) = APM;E MR (26)
und haben jetzt die Aufgabe, die Matrix afc';.) zu

7 Siehe beispielsweise M. Lax, Phys. Rev. 94, 1391 [1954];
J. C. Suater, Techn. Rep. No.5 (Dec.15, 1953), Massa-

diagonalisieren. Das geschieht durch die Transfor-
mation

(m) _ n) (n)
& = Z ‘B;ti %

i

g =2 By P (27)
%
und die Matrix B (% unterliegt der Bedingung
Z a(n)Bgn) w(n))’ B};) ,

d. h. die Zellen der Matrix B%‘) sind die Eigenvekto-

ren der Matrix af mit den Eigenwerten (w(™)2.

(28)

Mit dieser orthogonalen Transformation diagonali-
siert sich der HamiLton-Operator von (25) und die
ScurODINGER-Gleichung des Gitters wandelt sich um
in

(29)

62 2 2
s+ 4 2 () @) | o)

U (X)) g(a™) -

Hat man die Eigenwertsgleichung (28) mit der zu-
gehorigen Sakulargleichung gelést, d. h. kennt man
die Eigenwerte (»{®)? und die Matrix B{2’) mit den
Eigenvektorzeilen, so folgen aus (29) mit

— (B —

3N
Pn(a™) = [ [ Pir(a™) (30)
=1
die Gleichungen
h n
[— .3 aqm + 3 (o) (¢™) | Prr(e™) (31)
=eMPp(¢™); i=1,2,...,3N;

also gerade die bekannten Wellengleichungen ein-
dimensionaler Oszillatoren, mit

— U, (X)) = Z g

8(n) = w(n)(% +l")

(32)

=0,1,.

Das eigentliche Problem liegt daher bei der Losung
von (28) und ist von quantenmechanischen Betrach-
tungen vollstdndig unabhéngig. Es liegt uns jedoch
fern, an dieser Stelle allgemeine Methoden zur Be-
rechnung der Eigenschwingungen gestorter Kristall-
gitter anzugeben, sondern verweisen hierzu auf die
Literatur 7. Wir wollen vielmehr eine praktisch sehr
bedeutsame Vereinfachung des Problems ausfiihrlich
diskutieren. Diese Vereinfachung tritt beim Uber-
gang zu Normalkoordinaten in der Elektronenwellen-
funktion auf.

chusetts Inst. of Technology; H. Stumer, Habilitations-
schrift, T.H. Stuttgart 1959.
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Wie wir gesehen hatten, ist es zur Losung der
Gittergleichung (25) notwendig, Normalkoordinaten
einzufithren. Nachdem unter Mitwirkung der Elek-
tronenwellenfunktion 1, (z;, X{, £() die poten-
tielle Energie U,(X ™, &™) berechnet worden ist
und das auf Normalkoordinaten transformierte Git-
terproblem als gelost betrachtet werden kann, muf
man — um ein fixiertes Koordinatensystem zu ha-
ben — entweder die Wellenfunktion @;» (qf-")) der
Gitteroszillatoren auf die kartesischen Koordinaten
52_") zurlicktransformieren, oder aber die Elektronen-
wellenfunktion v, (z;, X, £®) und mit ihr die
Elektronengleichung (6 a) auf die nunmehr bekann-
ten Normalkoordinaten umschreiben. Natiirlich zieht
man das letztere vor und die Elektronenwellenfunk-
tion geht dabei iiber in v, (z;, X{, qg.“)) .

Es entsteht jetzt die Frage, ob nicht die durch die Git-
terdynamik erzwungene Normalkoordinatentransfor-
mation zugleich zu einer Vereinfachung der elektroni-
schen Wellenfunktion verwendet werden kann. Diese
hat im urspriinglichen Zustand eine direkte Kopplung
an die willkiirliche Auslenkung &{® des k-ten Gitter-
freiheitsgrades und demzufolge treten samtliche Git-
terfreiheitsgrade explizit in der elektronischen Wel-
lenfunktion auf. Nach der Transformation ist die
Funktion bzw. die Bewegung des Elektrons an die
Eigenschwingungen des Gitters gekoppelt. also an
Kollektivbewegungen, aus denen, falls notwendig,
eine willkiirliche Verriickung eines einzelnen Gitter-
bausteins aufgebaut werden kann. Es liegt die Ver-
mutung nahe, dafl die Kopplungsstiarken an die Kol-
lektivbewegungen des Gitters unterschiedlich sind.
d. h. daB es bevorzugt mit dem Elektron in Wechsel-
wirkung stehende Gitterschwingungen gibt, und an-
dere, deren Wechselwirkung mit dem Elektron aufjer-
ordentlich schwach ist. Diese zweite Art wird man
daher zu vernachléssigen bestrebt sein, um auf diese
Weise die Zahl der explizit in der Elektronenwellen-
funktion auftretenden Gitterfreiheitsgrade zu redu-
zieren. Wir miissen bei dieser ganzen Betrachtung
beachten, daf} die Gitterschwingungen durch direkte
Mitwirkung des Elektronenpotentials iiberhaupt erst
zustande kommen. Es ist also besser, von einer Riick-
kopplung zwischen Elektronen und Gitterschwingun-
gen als von einer einfachen Kopplung zu sprechen.
Das heifit, in der exakten Rechnung muf} man zuerst
die kartesischen Elektron—Gitter-Kopplungen ablei-
ten, dann die Eigenschwingungen bilden, und da-
nach die kartesische Elektron—Gitter-Kopplung auf

die zugehorigen Normalkoordinaten transformieren.
Obwohl der Vernachldssigung von gewissen Normal-
koordinaten die umstéindliche kartesische Kopplungs-
rechnung vorausgeht, hat man selbst dann noch fiir
die Dynamik der Ubergiinge einen betrichtlichen
Vorteil gewonnen.

Im allgemeinen wird man sich aber damit nicht
allein begniigen, sondern wird nach einer Methode
suchen, bei der sich auch die kartesische Kopplungs-
rechnung eriibrigt. Das geschieht durch ein Itera-
tionsverfahren, bei dem man ein ,,erratenes® an die
Stelle des nach Gl. (28) exakt berechneten Eigen-
schwingungssystems versuchsweise beniitzt, um die
kartesischen Koordinaten £{" durch Normalkoordi-
naten zu substituieren [s. Gl. (27)!] Im Idealfall
stofit man dabei auf das richtige System und erhalt
eine einfache Elektron—Gitter-Kopplung im ,,self-
consistent-Zustand mit den Gitterschwingungen. Im
Realfall allerdings ergibt sich iiber die Elektronen-
wellenfunktion eine Riickwirkung des verwendeten
Eigenschwingungssystems auf die potentielle Gitter-
enerie U,l(ﬁg."), q™), die ihrerseits nun wieder in
ersten Naherung eine Korrektur des urspriinglich ver-
wendeten Eigenschwingungssystems veranlafit, etc.
Dieses Verfahren zur Berechnung der Elektron—
Gitter-Kopplung wenden wir hier an, wobei wir uns
mit einem geeignet gewihlten Eigenschwingungs-
system auf die nullte Naherung beschranken. Wir
miissen uns dann mit dem vorzugebenden Eigen-
schwingungssystem in nullter Niherung befassen.
Will man es moglichst gut erraten, so miissen allge-
mein verbindliche Eigenschaften des Storschwin-
gungsspektrums eines Realkristalls in ihm enthalten
sein.

Die in der zitierten Literatur® durchgefiihrten
Rechnungen iber Eigenschwingungen in gestorten
Kristallen zeigen, daf} iiber den ganzen Bereich der
Stérungen stets das Spektrum des idealen Kristalls
naherungsweise wieder auftaucht. Hinzu treten je-
doch neue Eigenschwingungen, die Storschwingun-
gen, die energetisch sehr weit entfernt von den idea-
len Frequenzen liegen konnen. Bei der Riickkopplung
der Elektronenwellenfunktion an die Eigenschwin-
gungen des Gitters wird man also zwei Arten unter-
scheiden konnen: die Kopplung an die ausgespro-
chenen Storschwingungen und die Kopplung an die
naherungsweise idealen Gitterschwingungen. Wih-
rend die Kopplung an die Storschwingungen von
Fall zu Fall untersucht werden muf}, kann man die
Kopplung an die ndherungsweise idealen Schwin-
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gungen in allgemeiner Weise diskutieren. Dies soll
im néchsten Paragraphen geschehen und wir werden
dabei zu groBen Vereinfachungen gefiihrt werden.

§ 5. Kopplung der Elektronenwellenfunktionen
an die Normalkoordinaten des ungestorten
Gitters

Wir haben im letzten Paragraphen unterschieden
zwischen der Kopplung der Elektronenwellenfunk-
tion an die nahezu ungestorten Eigenschwingungen
und jener an die ausgesprochenen Stérschwingun-
gen. Im folgenden interessiert uns besonders die
Kopplung an das System der ungestorten Eigen-
schwingungen (Normalschwingungen). Da die Ein-
filhrung einer Storung dieses System nicht wesentlich
verdandern soll, tberlagern sich Stérschwingungen
und ungestorte Schwingungen additiv, so daf} wir
unabhingig von der Annahme irgendwelcher speziel-
ler Storschwingungen zunichst die Elektronenkopp-
lung an die idealen Normalschwingungen untersu-
chen konnen. Dabei fithren wir sogleich ein weiter
unten noch zu begriindendes Resultat ein: Kristall-
elektronen mit lokalisierten Elektronenwellenfunk-
tionen sind hauptsachlich mit den longitudinalen op-
tischen Schwingungen verkniipft, so daB} in guter
Néherung in der Wellenfunktion die Normalkoordi-
naten des transversalen optischen und des gesamten
akustischen Zweigs nicht mehr auftreten. Die Kopp-
lung an den longitudinalen optischen Zweig laf3t sich
dann weiter auf eine auflerordentlich einfache Form
bringen, wenn man die Entartung dieses Zweigs ein-
fithrt. Diese Annahme ist in den meisten Féllen gut
angenidhert, besonders bei diatomaren Kristallen, bei
denen sich die Massen beider Kernarten stark unter-
scheiden. (Im Grenzfall kommt man dabei bekannt-
lich zu der Einsteinschen Frequenz fiir optische
Schwingungen.) Es ist nicht einmal immer notwen-
dig, die Annahme der Entartung fiir den ganzen op-
tisch longitudinalen Zweig zu postulieren, sondern
oft geniigt es, die Annahme nur fiir den langwelligen
Teil des Zweigs zu machen, wo sie immer sehr gut
erfiillt ist8.

Im folgenden werden wir uns also mit den Aus-
wirkungen dieser Entartung auf die Rickkopplung
der Elektronenwellenfunktion an das Gitter beschaf-
tigen. Zur Untersuchung der Elektronenkopplung an

8 Siehe beispielsweise M. Borx u. K. Huaxe, Dynamical
Theory of Crystal Lattices, Oxford University Press, Ox-
ford 1954.

die idealen Normalschwingungen geniigt ein einziges
Elektron, das wir als UberschuBelektron explizit
quantenmechanisch in einen sonst idealen Kristall
einsetzen, der durch klassische Ersatzpotentiale be-
schrieben wird®. Da das Elektron mit den Gitter-
bausteinen nur in elektrischer Wechselwirkung steht,
lautet seine Wechselwirkungsenergie mit den zwar
verschiebbaren, aber zunichst nicht polarisierbaren
Ionen des Kristalls

I
wobei r den Ortsvektor des Elektrons und R, den
Ortsvektor des k-ten Gitterpunktes bedeutet. (Um
dreidimensionale Vektoren beniitzen zu konnen, ha-
ben wir hier die einfach durchindizierte Bezeich-
nungsweise der vorangehenden Paragraphen ver-
lassen!)

Dem Operator Q, der nur die Wechselwirkung
eines einzigen UberschuBelektrons mit den starren
Tonen beschreibt, haben wir den Index p zugeordnet,
da es sich um das bekannte und vielfach untersuchte
Polaronenproblem handelt. Wir wollen indessen
hier dieses Problem nicht nach seinen Energiezustan-
den untersuchen, sondern nur eine fiir das weitere
wichtige Untersuchung der Kopplung an die Normal-
schwingung ausfithren. Dazu ist jedoch unerldflich,
die sehr allgemein angeschriebene ScurGDINGER-GI.
(6a) des Elektronenproblems — hier speziell des
Einelektronenproblems — in detaillierterer Form
aufzustellen, d. h. das Glied V' (1;, i) (r;=1) zu
prézisieren. Es wurde von vielen Autoren® ¢ unter
Umgehung des Gitterelektronenproblems (5) aus
verschiedenartigen physikalischen Uberlegungen er-
schlossen. Auch wir wollen das Gitterelektronenpro-
blem (5) in der in § 1 dargelegten Weise aus der
Untersuchung ausschliefen, doch benétigen wir hier,
im Unterschied beispielsweise zur Pexarschen Be-
handlung, eine diskrete Beriicksichtigung der Gitter-
ionen und werden deshalb kurz einen fiir unsere
Zwecke brauchbaren Hamirron-Operator des Po-
larons herleiten.

Ohne Anwesenheit des Storelektrons ist die poten-
tielle Energie des Kristalls gegeben durch

ejer . b
= %]ZA [Ri—Re * [R—Re [’

j+k

(34)

9 S.I. Pekar, Untersuchungen iiber die Elektronentheorie
der Kristalle, Berlin 1954 ; J. H. Sivpsoxn, Proc. Roy. Soc.,
Lond. A 231, 308 [1955] ; M. Wacx~er, Diplomarbeit, T.H.
Stuttgart 1959.
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Diese Formel gilt exakt jedoch nur in den idealen
Ruhelagen NY des Kristalls; bei Auslenkungen
Ry — 3?2 aus diesen Ruhelagen ist in P()N;) nur die
Anderung der poteniellen Energie der starren Ionen
enthalten. Durch Q, (1. N;) und P(R;) ist die ge-
samte potentielle Energie des Elektron—Gitter-
Systems gefaflit, wenn die lonen als starr betrachtet
werden. Zusatzlich miissen wir also jetzt nur noch die
Wechselwirkungen mit den durch Polarisation der
Elektronenhiillen entstehenden Dipolen erfassen.

Als Ursache dieser Elektronenpolarisation wirken
zwel (Vakuum-)Felder: das Feld der Storladung im
Punkte 1:

(‘M—r)

SCTREDITE g 13 (e ) e — M1,
(36)

wobei die Tonendipole I)i; definiert sind durch

Mi=e;(R;i—R) =e;1;. (37)

Die beiden Vakuumfelder wirken in einem elektro-
nisch polarisierbaren Medium und schaffen die Po-
larisation

(38)

s ' f=1 S | (CV
P = L6+ ).

Die gesamte von dieser Polarisation herriihrende Zu-
satzenergie des Kristalls ist nach den Gesetzen der
Elektrodynamik Uegeben durch

Cy(r, RY = — 35
U( l) [g\o I‘|3 ( ) __2/ gl g%_l_gEs $\ &cJ_sB\ ;:\ld.[
und das von den Ionenauslenkungen aus den idealen (39)
Gitterruhelagen MY herriihrende Dipolfeld 1°: Wir konnen sie auch atomistisch formulieren:
Ur= 3 Y 5 GR) + v} - GY() + by - S5(N) = - G5())
k (40)
2—1 N ¢ il SV ¢V on0y]*®
- Ar; {[GS(RY] + 265 (RY) G (RY) + [GH(RY)]

wobei D} , 1 die durch Polarisation der Einzelionen
entstehenden Dipole bezeichnen und die zweite Zeile
von (40) aus (38) resultiert. Setzen wir noch

U(nmn——ZZv-“ M) — Dok - Co(r, R)
k

(41)

(42)

und U[’(St/.-) = % z }3 - &Y (9)( %?) 3
%

so lautet der gesuchte Hamirron-Operator des Pola-

rons

Hp = e ;:_l Ar—i— Qp(r, %l;) = U;) (rv ;(}t/;)
+ U, (Ne) +P(Ry).

Fir die Wellenfunktion des Polarons denken wir
uns der Einfachheit halber eine einparametrige Funk-
tion v (1, f(N;)) angesetzt. (Die folgenden Rech-
nungen sind jedoch keineswegs auf einen solchen
Ansatz beschrinkt, sondern ohne weiteres auch fiir
mehrparametrige Funktionen anzuschreiben!) Wir
konnen fiir v (1, f(N;)) etwa die von Pexar® be-
niitzte Funktion einsetzen:

y(t,p) = (Ta™") fr(1+pr) e,

(43)

(44)

10 Die in den idealen Gitterruhelagen sitzenden Ionen polari-
sieren die Elektronenhiillen nicht. Nur UberschuBfelder

doch ist fiir unsere allgemeine Betrachtungsweise
diese genaue Prizisierung nicht notwendig.

Da wir uns nicht fir die mit der Elektronenwellen-
funktion vertrdglichen Ruhelagen des Gitters inter-
essieren, sondern nur die Kopplung an die Normal-
koordinaten untersuchen wollen, denken wir uns die
tatsdchlich leicht berechenbare Grundkonfiguration
Nie® und v (v, F(RNLP))) = (1, f,y) bereits vorge-
geben. [Den Index n fiir die Elektronenquantenzahl
wollen wir hier zur Schreiberleichterung weglassen.
Fir den Ansatz (44) ware n=0 zu setzen.] Diese
Konfiguration erfullt dann die statischen Gleichge-
wichtshedingungen (11) und (13). Wir gehen nun
sofort zur dynamischen Kopplung tber, fir die Gl.
(13) entfdllt und Gl. (11) fiir beliebige ;. gilt, wo-
bei natiirlich fiir die speziellen Werte ), = N,
Gl. (13) immer noch gilt. Bildet man den Erwar-
tungswert von (43) mit v (1, f(N;)) und unter-
wirft ihn der Bedingung (11), so entsteht

/wﬂmwm+QAﬂm/
+UP(/35 ERk) =0

3

55 (45)

tun dies, und das UberschuBfeld bei Ionenauslenkungen
ist ein Dipolfeld.
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Nun entwickeln wir nach den &, indem wir X,

den Gln. (14), (18) und (19)

Die nichtlinearen Glieder von &; wurden dabei ver-
nachldssigt. Man konnte aus Gl. (46) die Entwick-
lungskoeffizienten f; berechnen und damit die po-
tentielle Energie des Gitters bei beliebigen Auslen-
kungen in Anwesenheit des UberschuBelektrons er-
halten. Aus ihr wiirde ein Satz von Normalkoordi-
naten folgen, welcher genau den HamirTon-Operator
der Gitterschwingungen diagonalisiert. Entsprechend
unserer niherungsweise gerechtfertigten Annahme
wird aber dabei das Spektrum des Idealgitters re-
produziert werden, und da sonst keine Gitterfreiheits-
grade durch die Stérung hinzukommen, entstehen
daneben keine Storeigenschwingungen. Wir koénnen
demnach als Eigenschwingungsspektrum das Spek-
trum und die Schwingungen des idealen Kristalls
voraussetzen. Demgemill 1aft sich eine beliebige
Auslenkung & aufbauen aus

o

3 spam (@80 + V(A 80 6= 3

alle §=0

wobei die ¢; die Normalkoordinaten des optisch
longitudinalen Zweiges sind. [Zur Abkiirzung haben
wir fo=pB(N;®)) gesetzt!] Da die Summe = f;&;
eine Invariante ist, geht sie bei der Zerlegung (47),
die auch als orthogonale Transformation aufgefafit
werden kann, in X f.jq.; tiber, wobei die f.; die
Entwicklungskoeffizienten erster Ordnung von f ()
nach den g.; sind. Da aber nach Gl. (48) alle Ent-
wicklungskoeffizienten des zweiten Gliedes von Gl.
(46) fur die Normalkoordinaten der akustischen
und optisch transversalen Zweige verschwinden, sind
die Koeffizienten f.; nur im optisch longitudinalen
Zweig von Null verschieden, d.h. die Elektronen-
wellenfunktion, deren Wechselwirkung mit dem Git-
ter ganz im Parameter § gefalit ist, ist nur an die
longitudinalen optischen Schwingungen des Gitters
gekoppelt. Wir wollen auch die nichtverschwinden-
den Kopplungskoeffizienten S.; des optisch longi-
tudinalen Zweigs kiinftig ohne den Index u schrei-
ben.

Indessen nehmen wir sogleich eine weitere Trans-

=Xk(p)

Z{aagz [_ _/7%' Ay dv + Qy (B, &) +UP(ﬂs=h)} Brér+ —somr

alle £,=0

+ &, setzen. Dann folgt hieraus unmittelbar nach

[Q0(B: &x) +Up(B, &)1 - & }
alle &§,=0

(46)

8,5 8&'

=Y &g i9,= D B& (47)

i k
also einer Linearkombination von Eigenschwingun-
gen. Wir haben hier die doppelte Indizierung u, j
eingefiihrt, um zwischen den einzelnen optischen und
akustischen Zweigen unterscheiden zu kénnen. Der
Index © mag die einzelnen Zweige kennzeichnen
(insgesamt gibt es ja deren sechs!). Der Index j
bezeichnet dann die Normalkoordinaten des jeweili-
gen Zweigs.

Fiir den zweiten Term in Gl. (46) konnte Pexar *
im Kontinuum zeigen, daf} bei der Entwicklung nach
den Normalkoordinaten ¢.; die Koeffizienten der
akustischen und der optischen transversalen Zweige
verschwinden; der Beweis verlauft im diskreten Git-
ter ndherungsweise analog, so daf} wir nicht weiter
darauf einzugehen brauchen. Man erhilt daher aus

Gl. (46)

[Qv(B:.qi) +Up(B,q5)]-q; =

alle ¢;=0

ZaJ (Bo) qi> (48)

formation vor: Infolge der Annahme der Entartung
der optisch longitudinalen Schwingungen ist ndmlich
jedes System £'; (auch hier ist der Index u weg-
gelassen, da wir nur von einem Zweig sprechen!),
das durch eine orthogonale Transformation

£i= T4 (49)

i

aus den urspriinglichen Eigenvektoren &7 des op-
tisch longitudinale Zweigs hervorgeht, ein gleichbe-
rechtigtes System von Eigenvektoren und zieht ein
gleichberechtigtes System von Normalkoordinaten g;’

nach sich:
Q; = ; é:;cjfk = Z T;'i%‘

Man kann nun die Transformationsmatrix T;; ins-
besondere so wahlen, dal der Ausdruck (48) iiber-

geht in:

(50)

Z a; (o) QJ‘:";(lgo)q; (51)

i
Um dies einzusehen, braucht man nur die zu (50)
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. ’ . .
in den @; und @;" analoge Transformation anzuschrei-
ben und die Bedingung a;" = a,- §;; festzusetzen. Aus

teml- 2w

woraus durch Koeffizientenvergleich sofort folgt:

= [t Ay ar QoA ) +Ur (50 |} X B+

ihr 1aBt sich die Transformationsmatrix berechnen.
Die Invariante X f8; & geht dabei schlieBlich iiber in
S f/ ¢i' und man erhilt aus Gl. (46)

L =D,

1(/3()) 51 (52)

alle &.=0 7

Fi={sr | o [ ¥ dwdr+ QB &) +Un(B 50 |} Tl (B) wnd  f=0 fir j=2.3.....

Die GIn. (53) entsprechen den allgemeinen Bedin-
gungen (20). Man sieht, dal der Fall verschwinden-
der Dispersion auf eine ungeheuer einfache Darstel-
lung der Wellenfunktion fiihrt. Es wird

(5B (Re) ) = w (T, o+ Big)

also eine Wellenfunktion, in der nur eine einzige
Normalkoordinate explizit vorkommt.

(54)

§ 6. Die Kopplungskonstante

Im vorangehenden Paragraphen hatten wir ge-
zeigt, in welch einfacher Weise sich die Berechnung
der Normalkoordinatenkopplung an die Elektronen-
bewegung gestalten 1df3t, wenn man die Entartung
der optisch longitudinalen Gitterschwingungen an-

[Qv (8. &) + Un (B, sk)]}gk > L%

ki, ]

15_
|35 &k

=

alle £,=0

Nach Voraussetzung ist T;; eine orthogonale Matrix:

575 (@B 8 + Un (5. 501 4(T

(53)

nimmt. Um jedoch nicht nur die einfache Gestalt,
sondern auch den numerischen Wert der Kopplungs-
konstante zu erhalten, muf die Transformierte a,” be-
kannt sein. Das in § 5 zur theoretischen Erkundung
verwendete Verfahren zweier aufeinanderfolgender
Orthogonaltransformationen ist nattirlich viel zu um-
standlich, als dal} es fiir die praktische Rechnung in
Frage kdme. Wir geben daher einen direkten Weg
zur Berechnung von @;” an. Bei ihm wird nur die
Kenntnis von w,(1.,) vorausgesetzt, was ja die
Grundlage unserer jetzigen Untersuchung bildet und
leicht mit den statischen Methoden durchgefithrt wer-
den kann.

Um also a," direkt zu erhalten, gehen wir noch
einmal von Gl. (48) aus, setzen aber sogleich die
zweite Transformation (50) mit der Folge (51) in
(48) ein. Es entsteht dann

=

g =a1q;. (55)

alle £,=0

Beniitzen wir noch die durch Gl. (49) definierten

gestrichenen Eigenvektoren, so konnen wir statt (55)

- (T =T (56) BT
Z_{QW [Qo+Up) } &4(T1)y0; = V{a,a S 10, +Unl g, (57)
% alle £=0 alle £,=0
Die durch (49) neu eingefiihrten Vektoren -sind noch weiter, daf} auch
nicht bekannt, da die beiden Transformationen ex- [0y (5. &) + Up (5. £ (59)

plizit gar nicht ausgefiithrt wurden. Hier konnen wir
uns aber auf direktem Wege weiterhelfen: Der Aus-
druck (48) bedeutet die Zerlegung von

(@ (B. &) +Up (B, &1)]

alle £,=0

a/) af (38)
nach longitudinalen optischen Eigenschwingungen.
Dieser Ausdruck ist also allein durch longitudinale
optische Eigenvektoren darstellbar. Mit ihm folgt

NE
Csk alle £,=0

durch longitudinale optische Eigenvektoren allein
darstellbar ist. Der Ausdruck (59) kann also als
eine Linearkombination der Eigenvektoren &' an-
geschrieben und wegen der vorausgesetzten Ent-
artung selbst als Eigenvektor angesehen werden. Wir
nennen ihn in seinen Komponenten 7;!. Es wird also

moglich,
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ik =0 55 (00 (B ) + Un(B.60)1 | (60)
208 alle 5.=0

als Eigenvektor zu setzen. y'! ist dabei die Normie-

rungskonstante:

Sk

(61)

(7(1))2: : (Q;)‘*‘UI’) r

alle &,=0

Zum neuen Eigenvektor #;! suchen wir noch ein
orthogonales System #;’ (i=2.3....) und haben
damit ein vollstandiges, den optischen Longitudinal-
schwingungen &dquivalentes Eigenvektorsystem. Die-
ses Eigenvektorsystem ist gerade das nach Gl. (49)
gesuchte System:

Ny = Z Tyé = By

i

(62)

das die einfache Kopplung (55) hervorruft. Um dies
zu beweisen, setzen wir 7,/ = in Gl. (57) ein;
dann entsteht

v/ @8 1) ’1} (. (63)
2 D

Dabei haben wir zur Vereinfachung der folgenden
Formeln Gl. (64) beniitzt:

R _ 2 :
3% [F(B))p=s,= A [F(Bo)] - (64)

Beachtet man weiter die aus den Orthogonalitats-
eigenschaften der Eigenvektoren folgenden Relatio-
nen:

2 , , aytl‘l
V <—3% '}’(1)5]:) Ekl =

Fo o)

und

S Lwgt\gi_ _ g, S i\ _o
;<my£ﬁﬁ gﬁf(wﬁJ
fiir j=2,3,4,... (66)

(wenn man annimmt, daB die iibrigen zu &’;! ortho-
gonalen Eigenschwingungen nicht wesentlich von f,
abhidngen. Diese Annahme ist dadurch zu rechtfer-
tigen, dal man im Einzelfall eines vorliegenden
Problems zeigt, dal man zu dem speziell nach Gl.
(60) gewdhlten Eigenvektor 7,! ein System von
orthogonalen Eigenvektoren bilden kann, die un-
abhidngig von f, sind). Dann folgt nach (63) und
(55):

v/ 3 (1)'1}';':§3j9_":”. 67
rjlaﬂo(y &) &l 35, 1= 4h (67)

Mithin ist a; =9yM/38, (68)

und damit zufolge der Gln. (61) und (53) das
Kopplungsglied f,", ohne daB wir die in § 5 durch-
gefiihrten Transformationen explizit angegeben ha-
ben.

Es konnte den Anschein haben, als ob die Methode
durch die Wahl von #,! nach Gl. (60) von Willkiir
und Zufall nicht frei wiare. Dem ist jedoch nicht so:
Man kann natiirlich statt des einzigen Eigenvektors
7! auch mehrere Eigenvektoren 7,1, ;% ... ins un-
mittelbare Spiel bringen, indem man setzt ‘

3

W[Qp‘.‘"[]p] :an}c—i-b?].";—f'... . (69)

alle &:=0
Dabei muf} man die beniitzten Vektoren prazise, auch
in ihrer Abhéngigkeit von f, vorgeben, womit dann
auch a, b, ... in Abhangigkeit von f, gegeben sind.
Verniinftigerweise beschrankt man sich aber auf
einige wenige. Man kann zeigen, dall man stets mit
zwei Eigenvektoren auskommt, wenn man Uberginge
zwischen verschiedenen Elektronenzustinden einer
Storstelle betrachtet; zwei Eigenvektoren sind aber
in diesem Falle notwendig, weil die Elektronenwel-
lenfunktionen beider Zustande gleichzeitig betrachtet
werden miissen, man also fiir beide nur einen einzi-
gen Satz von Eigenvektoren wihlen darf, wobei die
urspriinglich willkiirlichen Ausgangsvektoren (#;!))
und (#,!) (v, der Orthogonalitidtsbedingung unterlie-
gen. Wir wollen hier nicht weiter darauf eingehen 1.
Betrachtet man nur einen einzigen Elektronenzu-
stand, so geniigt die Vorgabe eines einzigen Eigen-
vektors 7,1 in der vorstehend geschilderten Weise.

§ 7. Einparametrige Vergleichsfunktionen

In § 5 hatten wir darauf hingewiesen. dal} sich
die Kopplung eines Elektrons an die verschiedenen
Eigenschwingungen in linearer Naherung getrennt
behandeln a3t und daher die Gesamtkopplung des
Elektrons mit dem Gitter durch eine additive Uber-
lagerung der Kopplung an die einzelnen Normal-
schwingungen aufgebaut werden kann. Da das
Schwingungsspektrum des gestorten Kristalls in ein
naherungsweise ideales Schwingungsspektrum des
ungestorten Kristalls und eine Reihe von Storschwin-
gungen zerfallt, hatten wir uns die Additivitat zu-
nutze gemacht, um zunéichst die Elektronenkopplung
an den idealen Gitterschwingungsanteil zu untersu-
chen und auf eine einfache Form zu bringen. Dazu

11 M. Wacner, Diplomarbeit, T.H. Stuttgart 1959.
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hatten wir den einfachsten Fall einer Kristallstorung,
ein UberschuBelektron, verwendet. Es bleibt noch
die Aufgabe, die Kopplung an die Storschwingungen
zu untersuchen. Diese entstehen nur, wenn man all-
gemeinere Gitterstorungen als das Polaron zulaf3t.
Wir kehren hiermit also zum allgemeinen Fall einer
Gitterstorung zuriick, die durch das Storpotential
Q: (v, N),) gekennzeichnet werden soll. (Eine Prazi-
sierung dieses Storpotentials fiir eine Anionenliicke
in einem lonenkristall findet man bei Fues und
Stumpr %.) In bezug auf die Anzahl der Storelektro-
nen und die Anzahl der Variationsparameter legen
wir uns aber eine Beschrinkung auf: Es soll zu-
néchst nur ein Elektron und ein Variationsparameter
B(N;) vorhanden sein. Eine so geiibte Beschrin-
kung ermoglicht eine sehr einfache Darstellung. Die
daraus gewonnenen Erkenntnisse lassen sich ohne
weiteres auf den Mehrelektronen- und Mehrpara-
meterfall tibertragen.

Wie in den vorangehenden Paragraphen besteht
auch hier das Problem in der Frage, ob nicht durch
Einfilhrung von Normalkoordinaten die nach Gl.
(20) zwar leicht berechenbare. aber doch sehr grof3e

2wl

Es ist zu beachten, daB in (71) nur elektrische Wech-
selwirkungen des Elektrons mit dem Gitter enthalten
sind. Die Eigenschwingungsdarstellung der & lau-
tet jetzt

/"11 (I [30) Jr Yy (1 Po dt+Q(rn)

V‘ E(rn)

ks s - (72)

£ 1
Sk= Z k q!t/

w i

Da es sich nur um elektrische Wechselwirkungen
handelt, kann man in Verbindung mit der Einfiih-
rung der besonderen Storfreiheitsgrade zeigen. daf}

1’(rn)

Anzahl von Kopplungskonstanten reduziert werden
kann.

Zur Durchfiihrung unserer Betrachtung stellen wir
uns vorerst auf den Standpunkt, das ganze Problem
sei schon gelost und wir besdflen die Kenntnis eines
vollstandigen Satzes von Eigenschwingungen & (L",:)
fur den gestorten Kristallzustand r verkniipft mit
dem zugehorigen Elektronenzustand n :

E(m) i Ié—m E;n:)} .

(70)
d. h. das Schwingungsspektrum des gestorten Kri-
stalls zerfallt in die idealen Gitterschwingungen und
einen Rest von Storschwingungen, die mit dem In-
dex s bezeichnet sind. Mit diesem System (70) kon-
nen wir nun die Transformation auf Normalkoordi-
naten durchfithren. Um dabei die Kopplungskon-
stanten abzuleiten. miissen wir wieder die Minimal-
bedingung fir die Energie U,, verwenden. Der
Hamirron-Operator fir den vorliegenden Fall ist
vollstandig analog zu (43) ; man muf} nur Q, durch
Q. ersetzen. Die Variation des Parameters § fiihrt
auf eine zu (45) analoge Gleichung und die Ent-
wicklung nach den Auslenkungen §; unter denselben
Voraussetzungen wie in (46) ergibt schlieBllich

ﬁ/.- Sp+

92
(o)

[Q(rnl+U1"r1\1]'f } =0. (11)

SpSSk alle &=0

auch hier nur der longitudinale optische Zweig in
Wechselwirkung mit dem Glied

[Qtrn (ﬁ \1. +Ul’ rm(p)-ﬁx

alle 5,=0

w

)

s

2‘4
[¢]

(&3]
J'r

=k

tritt. Der akustische und transversale optische Zweig
fallt also aus der Rechnung heraus. Daraufhin kann
man sofort eine weitere Transformation des longi-
tudinalen optischen Zweigs auf ein System g;" vor-
nehmen. mit dem Ziel

5 @t U1~ 5 (55 @+ Ura AT i = (73

alle s,=0  “h alle 5,=0

Die verlangte Transformation erhélt man dann, wenn man als neuen Eigenvektor
&'l — (1) 711_.3_ . U, ] 7_1.
Sk (/ ) ‘ 3.‘__,' [Q(;rnw + Uyp rn»]‘ ( )

setzt. Es kann dann dieselbe Relation fiir den Koeffizienten al' wie in Gl. (68)
) mit der Transformation (72) tber in:

hin geht Gl. (71

{3 pi

/l{l (1 ﬂO —/1\‘ Yn 1 ﬂo) dr+o((?1)|)+LS)()rll)

alle 5,=0

abgeleitet werden. Darauf-

l 1 Bt E 'l m . =
,;ﬁ;qi ayq, + L{ ¥ y“’&k‘fzs;.gqs =0, {75)

k,s
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woraus folgt

und

(0)*
[ o

Alle anderen ;" verschwinden. Im Unterschied zum
Polaronenfall sind also jetzt noch Glieder aufgetre-
ten, die mit den Storschwingungen zusammenhin-
gen. Da aber die Anzahl der Stérschwingungen mei-
stens sehr klein sein wird, hat man auch hier eine
auflerordentliche Vereinfachung der dynamischen
Elektron—Gitter-Kopplung erreicht. Die Wellenfunk-
tion lautet dann

Yo (T ) = yu(t, o+ frqy + N Begy) . (78)
Es bleibt noch eine Bemerkung zu dem als bekannt
vorausgesetzten Eigenschwingungssystem (70). Seine
Kenntnis wiirde den Umweg iiber die Berechnung
der kartesischen Kopplungskonstanten des Elektrons
an das Gitter einschliefen sowie die nachfolgende
Lésung der Gittersakulargleichung. Praktisch wird
man dies natiirlich umgehen und mit einem néhe-
rungsweise durch Ersatzpotentiale oder einem ahn-
lichen Hilfsmittel gewonnenen Eigenschwingungs-
system beginnen, sodann die leicht zu rechnende
Kopplung (76) und (77) durchfihren und danach
mit dieser Kopplung ein verbessertes Eigenschwin-
gungssystem ableiten.

§ 8. Dynamische Elektron—Gitter-Kopplung
beim F-Zentrum

Um die in den vorangehenden Paragraphen dar-
gelegte Methodik an einem konkreten Beispiel zu
demonstrieren, fihren wir die Rechnungen fiir den
Grundzustand des F-Zentrums in detaillierterer Weise
durch. Dazu miissen wir vor allem den HamiLToxn-
Operator des Einelektronenproblems prazisieren. Be-
trachten wir auch hier die Beschreibung des Gitters
durch Ersatzpotentiale [siehe Gl. (34)!] als atomi-
stisch legitim, so konnen wir in ganz entsprechender
Weise, wie beim Polaron (§ 5!). den HamirTon-
Operator des F-Zentrums angeben. Aus ihr resultiert
die atomistische Berechnung sowohl der statischen

2 Eine genauere atomistische Behandlung sowohl der stati-
schen als auch der dynamischen Elektron—Gitter-Kopplung
beim F-Zentrum von M. Wacener erscheint demnichst in
dieser Zeitschrift.

n’ a * 7
ﬂl . {—' [—— 2 m /'/ £ r 1/’(0) dv + Q(O)) + U(l")()m)]}
h

0) U (0)

(rn) P(rn)J}; 1 ; { 3?)’0

A, 0 dr+Q

(rn

(1) g1 (rn)
4 51;}5&‘.9 :

als auch der dynamischen Elektron—Gitter-Kopplung.
Da wir unter Hinweis auf die Arbeit von Fues und
Stumpr & — dort findet man insbesondere auch die
Rechnung fiir das F-Zentrum — das statische Pro-
blem. wie in den vorangehenden Paragraphen, als
erledigt betrachten konnen, steht es uns hier frei,
die dem statischen Problem zuzuschreibenden Teile
des HamiLton-Operators in nichtatomistischer — kon-
tinuumstheoretischer — Formulierung zu beniitzen,
wenn wir nur die Auslenkungen der Gitterkerne aus
ihren dem Elektronenzustand geméafien ,,self-consis-
tent“-Ruhelagen weiterhin atomistisch beschreiben 12
Dann lautet die ScuroDINGER-Gleichung des Einelek-
tronenproblems

h2 5 Al
— A~ VO 5 — BD)

4 V“’(r, R, — RO) +V (mk)] Y (1, Ry)
= Un (ERI\) Wn(r’ 8{];) 9 (79)

wobei die J1,? die Ruhelagen der Gitterionen bei un-
besetzter Storstelle und die R, die ,,self-consis-
tent“-Ruhelagen bei der Elektronenladungsvertei-
lung | y,'" 2 bedeuten. (Die Ruhelagen des idealen
Gitters wollen wir in diesem Paragraphen mit 3),%
bezeichnen!)

Die einzelnen Glieder der Gl. (79) bediirfen in-
dessen niherer Erlduterungen. Mit m ist im ersten
Glied die effektive Masse des Elektrons im Kristall
gemeint. Bekanntlich kann man mit Hilfe der soge-
nannten ,,Methode der effektiven Masse“ (eine na-
here Beschreibung dieser Methode findet man bei-
spielsweise bei Pexkar ?) die periodischen Anteile der
potentiellen Energie in der Elektronengleichung
durch Einfihrung einer effektiven Masse im kineti-
schen Glied beriicksichtigen, und das erste Glied
steht also fir die kinetische Energie und alle perio-
dischen Anteile der potentiellen Energie des Elek-
trons. Dabei wird die Wechselwirkungsenergie des
Elektrons mit der von ihm geschaffenen Zusatzpola-
risation der Elektronenhiillen der Kristallionen und
die innere Energie dieser Polarisation als periodisch
angesehen, was tatsachlich recht gut erfillt ist.

Das zweite Glied ist das CouLoms-Potential der
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Anionenliicke. geschwicht mit dem Faktor 1/¢ wegen
der Reaktion des Gitters auf die Existenz der Stor-
stelle.

Das Glied V™ (r, R™ —NY) ist die Wechselwir-
kungsenergie des Elektrons mit der Zusatzpolarisa-
tion PV (1"), die durch Verschiebung der (polari-
sierbaren!) Ionen aus den Ruhelagen )i} der unbe-

setzten Storstelle in die ,self-consistent-Ruhelagen
N ™ bei besetzter Storstelle entsteht:

noy P (1) (1—1)
n) —0/——-‘1_ £ av

Die drei ersten Glieder der Gl. (79) hidngen von
willkiirlichen, frei variablen Gitterauslenkungen nicht

(80)

V(O)(l g]\(n)

R2 2 ‘(O)r o
2"1;1r er jte_/.———*()l (r) (x r)dr+

Aus ihr folgt die Polarisation ’Bg?)(l") durch Varia-

tion nach ebendieser Polarisation:

R

(80 a)
und diese Minimalbedingung fir die ,kontinuier-

w(lq) s ﬁ:}/» e bt
S

po=

Zur Behandlung der dynamischen Kopplung miis-
sen wir das vierte Glied der Gl. (79) prazisieren.
VO (r, RW-RY) ist die Wechselwirkungsenergie
zwischen dem Elektron und der Verschiebungspola-
risation Wiz + py. Dabei beschreiben wir mit den
Tonendipolen i) die Wirkung der Verriickung der
starren lonen aus den Ruhelagen )t { :

My, = e (R — RP) (84)
und die pj sind die als Reaktion hierauf entstehen-
den Dipole der Polarisation der Elektronenhiillen.
Nach Borny und Huane® kann man die Summe
M+ Py in einfacher Weise durch i ausdriicken:

My + pf = ]/ sz 2 M.

(85)
(Dies ist allerdings nur moglich, wenn man tber die
im allgemeinen verschiedene Polarisierbarkeit o
zweier Nachbarionen mittelt. Ohne diese Mittelung

L fera

L

51 1\]. 0y (18)
m(*w‘)] ) =

ab. Auf das vierte Glied werden wir sogleich noch
zuriickkommen. Das fiinfte Glied V' (R;) ist die in-
nere Energie des Gitters und entspricht den beiden
Gliedern Up(N;) +P(N;) des Paragraphen 5. Da,
wie wir frither gesehen haben, diese beiden Glieder
bei der Behandlung der dynamischen Kopplung aus
der Rechnung herausfallen, miissen wir V' (J;) nur
fiir den statischen Fall préazisieren und konnen dabei
also auch eine kontinuumstheoretische Formulierung
wihlen. Nach der unter Anm. ? zitierten Literatur ist

A 2n § q N2 1.7
ey [l
n —e)

und die statische Elektronengleichung lautet
Wle ) =

D(U)(‘h(")) ( \]\(n))

(81)

liche* Polarisation B tritt hier an die Stelle der Gl.
(7). Setzen wir nach Pekar fiir den Grundzustand
des F-Zentrums

w1s (1, W) = 277 B(Ry) e PR r, (82)
so ergibt sich durch Variation nach g mit Gl. (81)

als Losung des statischen Problems:

" B2 (83)

2 m

wiirde in Gl. (85) a; noch auftreten, was prinzipiell
keine Komplikation bedeutete.) M ist gegeben durch
M.y M

M=2_—()_"0) 86
Mio+Mcy’ 8s)
wobei M., und M, _, die Massen zweier Nachbar-
ionen sind. w, ist die infrarote Dispersionsfrequenz,
bei der der Brechungsindex des Kristalls unendlich
grof} wird, und At ist das einem lon zugeordnete

Volumen. Setzen wir

Jreses===
= N

4 7€ n?

(87)

so folgt damit

W (y )y — (Re — RY) (R — 1)
Vo (r, Ry, — RE )——-QAZee/.- I”ﬁi’f’—flka y
(88)

wenn wir annehmen, dal} das von dem Elektron her-
rilhrende Feld in N, R, RY und R, praktisch

gleich grof} ist. (Diese Annahme ist sehr gut erfiillt.
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da die Verinderungen der Gitterruhelagen im ge-
storten Gitter gegeniiber den idealen Ruhelagen we-
niger als 5% des Gitterabstandes betragen.)

Da wir das Glied V' (R;) aus Gl. (79) in der wei-
teren Rechnung nicht benétigen, ist mit Gl. (88) der
fiir uns wesentliche Teil der ScuropiNGER-Gleichung

komplett. Wir bilden nun mit dem Ansatz (82) fir
die Wellenfunktion des Storstellenelektrons den Er-
wartungswert der Energie U,(NR;), indem wir
wis (1, Ry) in Gl (79) einsetzen, von links mit
w1, (r, Ny) multiplizieren und iiber den Ortsraum
des Elektrons integrieren:

Ui (B, Ry) = —2’%/5’3— %2,3+/[ wis 2 VO (r, RO — R dr +/y wis 2PV (1, R, — RN dr + V (Ry).
(89)
Wir wollen jetzt wieder zur einfach durchindizierten (1, &) =92 (1, fy) (91)
. . 5 .. ) a 0 1 o
Kennzeichnung der Gitterfreiheitsgrade zuriickkeh wl Z Bibes = aw ﬁ’ll Z Bi B &t

ren und im Auge behalten, dal dabei ein mit % in-
dizierter Vektor (etwa ;) fir die drei k-Werte
eines Gitterpunkts identisch ist. Wir setzen

,3=/30+Zﬂk &

Wenn wir mit dieser Entwicklung der Elektronen-
wellenfunktion in die Gl. (89) eingehen und aufBer-
dem fiir VM (1, &) den durch Gl. (88) gegebenen
Ausdruck verwenden, so ergibt sich nach einigen ele-
mentaren Umformungen:

,Af[w

(0) Q00 __ v
+Zﬂ"‘5k{ ﬂo——+2/ '(o)a%. YO dr — 2€@y€¢szftp'(°)aw ng:T);d’}
7
3 22 1° 17(0)
_m+f—i?75’§ V dt}+

Uis(Br» &x) soll fur willkiirliche & zu einem Minimum in den f; werden, d. h. es miissen alle partiellen
Ableitungen QUis(fx,£x) /3By verschwinden. Daraus folgen 3 NV nichtlineare Gleichungen, die den allge-
meinen Gln. (20) entsprechen:

Er=Xp—X{?, (90)

und erhalten damit

(R — 1) dr

_r|3

Uis (B, &) = ——ﬁo‘—ﬂO'f‘/"/’

+%;ﬂiﬂk5,~$k{ LV (X). (92)

. 3'!’. ) e *(0) OpiY (R —1);
{ Bo— — +2/ O VO df‘zeQZeiSi/TPLgO) 36 ]mgo_r—ladf} (93)
+§A-Zﬂi & {— /a il V“”dtl SO

Da aber die Auslenkungen §; willkiirlich sind, miissen zusitzlich nach dem Fundamentalsatz der Algebra
in jeder dieser Gleichungen die Koeffizienten gleicher Potenzen von &) (bzw. gleicher Potenzkombinationen
& &, etc.) einzeln verschwinden. Fiur den Koeffizienten des linearen Gliedes resultiert daraus gerade die
Bestimmungsgleichung fiir j,, also die Losung des statischen Problems, was man durch einige elementare
Umformungen leicht nachweisen kann. Um zu einer Bestimmungsgleichung fiir §; zu kommen, miissen wir
also den Koeffizienten des quadratischen Gliedes ins Auge fassen:

P(RY —1)

a 0 * a
ﬁl. { + / W’l ‘ | 40) d.[} 2 oee, /w 0) lpl W—r\? dr = (94‘)
Mithin gilt
12 (Re — 0*
ﬂk=9' (eeh 35, / (12)‘ ?9{;0 ls / = / IW L Fa d't) (95)
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Fir den Nenner dieses Ausdrucks erhalt man nach einer etwas umstandlichen. hier jedoch uninteressanten
Rechnung unter Beniitzung von (80) und (83):

( 1 1 )

h? 3 nt e

Nuw = ”@—17'(1—1)
e 16\n? e

Die weitere Rechnung ist nun ganz in den Entwicklungen des vorigen Paragraphen vorgezeichnet. Als

Eigenvektor einer Gitterschwingung setzen wir

o o Wu( /(0) 3 e (_L_l)
wegen / lymde— 22— 2). 6). (97)

G 2 100 __
’:k] = (y)"1e / W)(O)\ (R — 1) kdr— — (W)~ leeg, (98)

(U)
LIRE — P aw / |~R°° T

Wir bemerken. daf} die drei einem Gitterpunkt zugehérigen Komponenten dieses Eigenvektors gerade die
Richtung der elektrischen Kraft. die von der Ladungsverteilung e | y{” |2 herriihrt, auf die Ladung e be-
zeichnen. Der Normierungsfaktor ) ist gegeben durch

Fo) o R — 0k g [ e W0E 4 T ar —
(2 [Wls[ ‘q‘oo_t“d} T;[ grad‘){ lm_rldT d7T =

[siehe auch Gl. (61)!]'3. An Stelle von (95) er- \° By By B Z ° (yV E;I)Zf;ch;(” (101)
T

et

alpy (99)

N‘ ot

geben sich somit die Entwicklungskoeffizienten des 7 Nas) Sho 7
Parameters f§ zu: 0 (5;.\11) “1s)
y -~ a Ni1s) 8/7‘0 4 ’
0 o y & o
Br=+ o aﬁo(y‘l &) (100) ferner gilt
B=bo+ 5 (S5 )d™.  (102)
Nehmen wir an, daf die tibrigen Eigenschwingungen Niw \ 35, /01
_ .o . - / Syl 5
agch Efventuell"vorhandene “Storsdmimgl:mgen v (1, f) =y 1=< Po+ - 0 \ ca ) a ))(103)
von f3, nicht abhangen, und fithren wir die Trans- 15\ 3f,

formation auf Normalkoordinaten durch. so entsteht in Analogie zu Gl. (78), und nach einigen elemen-
taren Umformungen:

R 3 o (1 LYoy 1 @@ (MY :
Un(@™) = = 5 b— 5o [ —7) — 2"V ™ - 5 5 (T )q1‘1’+...+V( 19) | (104)

2m

wobei die Formel

JleQrvodr= 2epg (L _1).  (105)

3 In Gl (99) ist |ep = e gesetzt, weil F-Zentren nur bei
B . . o Alkalihalogeniden auftreten. wo die Gitterionen einwertig
beniitzt wurde, deren Herleitung hier belanglos ist . sind.



